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Introduction

Dans ce mémoire, on va étudier quelques aspects des cycles homoclines en présence de
symétrie.

Une orbite d’un systéeme dynamique, qui tend dans le futur et dans le passé vers le méme
équilibre, est appelée une orbite homocline. Dans la classe des équations différentielles, ce
phénomene est structurellement instable. Depuis longtemps, les bifurcations a partir d’une
telle orbite ont été étudiées. En se restreignant a une sous-classe d’équations différentielles
( ce qui pourrailt étre par exemple une courbe dans ’espace des parametres d’un systeme
a deux parametres ( voir [Chow,Deng,Fiedler] et les références ) ou une condition de
réversibilité ) on peut observer une persistance.

Si un systeme dynamique est équivariant par un groupe de symétrie, un autre phénomeéne,
fortement lié aux orbites homoclines, peut apparaitre. Une orbite, qui tend dans le passé
vers un équilibre, dans le futur vers un élément conjugé par symétrie, crée un cycle homo-
cline. Celui-ci peut étre structurellement stable dans la classe des équations différentielles
équivariantes.

Dans le premier chapitre, on va préciser les notations et chercher des cycles homoclines
pour des champs de vecteurs équivariants par un groupe de symétrie discret dans R*. Les
seuls cycles structurellement stables sont ceux, déja trouvés dans [Guckenheimer Holmes]
et, dans un contexte différent, dans [Armbruster, Guckenheimer, Holmes].

Dans la deuxiéme partie, on va étudier la bifurcation globale & partir d'un cyc ine.
Le deuxieme chapitre montre comment des perturbations, qui brisent la st. .Lruc-
turelle, donnent lieu a la création d’orbites périodiques au voisinage du cyc. ans le

troisiéme chapitre, inspiré par les travaux de [Melbourne| et [Chow,Deng,Fiedler], on trouve
des résultats semblables mais sans briser la symétrie. Prés d’une résonance 1:1 dans les
valeurs propres dominantes des équilibres, le comportement asymptotique au voisinage du
cycle change. Numériquement, on observe que parfois, la perte de stabilité du cycle crée
une orbite périodique stable au voisinage. On va essayer de déterminer 'existence de cette
orbite bifurquée, dépendant de la symétrie qu’elle possede.



Chapitre 1: Existence
1.1 La définition d’un cycle homocline

Etant donné un champ de vecteurs :
(1) X = F(X), FeC=R"R"Y,
équivariant par un groupe discret I' C O(n), on dit que F' posséde un cycle homocline, si

(1) 3po,pr €R" et o €T, tq F(po) =0 et opo = pi

.. ‘R —- R”
(7‘2) 3qO { ¢ s QO(t) )

solution de (1) tq

tginoo qo(t) = py et tlff_noo qo(t) = po-

On appelle @ = {vqo(t)|y € I',t € R} le cycle homocline. Comme I est un groupe discret,
alors pour tous les o € T avec opy = p;, Qo = {0'qo(t)|t € R,1 € Z} forme un cycle
dynamique.

Deux exemples de cycles sont montrés dans (Fig.1). Une description détaillée de ces deux
cycles va étre donnée dans le chapitre (1.3). L’article de [Melbourne,Chossat,Golubitsky]
propose une définition légerement plus générale. Ils demandent de py et p;, que leurs
sous-groupes d’'isotropie soient conjugés.

1.2 Stabilité structurelle L— =4

x

Soit X = Cp° espace des champs de vecteurs C*°, équivariant par [
Supposons que F' € X possede un cycle homocline ).
On dit que Q est structurellement stable (str.st.), ssi

VW voisinage de ¢, 3V C X voisinage de F
tq tous les F' € Vpossedent un cycle homocline Q' C W.
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La définition suivante décrit une classe de cycles homoclines str.st. :
Définition 1.1

On appelle @ un cycle str.st. dans un plan de symétrie, ssi
Too(yW*(po) + Too (9 W (P1) = Too ()2

ou & = Fiz(G,,) dénote le sous-espace fixe sous 'action du sous-groupe d’isotropie de

¢o(t), indépendant de t.

Lemme 1.2

Un tel cycle est str.st.

Démonstration

L’intersection transverse W*(po) N W?(p,) persiste de sous de petites perturbations, qui
laissent ¥ invariant. '

1.3. Un exemple: les cycles homoclines dans R®

1.3.0 Le probleme

On va chercher des cycles homoclines, qui apparaissent dans le cas d'une bifurcation
générique avec symétrie, ou, autrement dit, une connexion héterocline entre deux
équilibres, bifurqués de origine, conjugés par symétrie.
Pour les sous-groupes irréductibles de O(3), on donne

(1) les générateurs et leurs représentations,

(11) les équations de bifurcation a l'ordre déterminant,

(111) les sous-groupes d’isotropie, les zéros bifurqués et leurs linéarisations et

(iv) des conditions d’existence d’un cycle homocline.

Pour les sous-groupes réductibles, on regarde le probleme de codimension 2, ou la linéarisa-

tion autour de 'origine possede des valeurs propres voisines de 0 dans les deux sous-espaces
invariants. On donne

(1) les générateurs et leurs représentations,
(ii) les sous-groupes d'isotropie et
(iii) on discute 'existence d’un cycle homocline.

Théoréme 1.3

Les sculs cycles homoclines str.st. dans des plans de symétrie dans le sens de la défimition
1.1, qui peuvent apparaitre dans ce probleme, possedent une symétric 7 ou Doy D’autres
cycles homoclines ne pourralent apparaitre que dans le probleme avec une symétrie

DndyDrnCZ:CZh ct 52-
La démonstration de ce théoreme va étre le but de ce paragraphe.

Un théoreme de Field va ¢tre utile, pour décrire le flot au voisinage de Uorigine:
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Théoréme 1.4[Field]

Pour

X =AX +Q(X), A€ R, X € RF,

() homogene de degré trois, et (Q(X),X) <0, VX #0,
il existe une unique sphere S(\) C R* — {0}, invariante par le flot avec
(1) S(A) est une C°-variété dans R,
(11) S()) est globalement attractif, toutes les orbites X (¢) # 0 s’approchent de S(A),
(i11) le flot sur S(\) est C%-équivalent au flot de phase de Q(X),
(iv) si Q(X) = BX|X|?, il existe By < 0tq VB < Bo, S(A) est normalement hyperbolique
et persiste sous des perturbations.
Dans les paragraphes suivants, on dénote X = (z,y,z) € R®, « = id(R’) et Z2 le groupe
engendré par —¢. »
Comme on se servira extensivement des résultats de [Jaric,Michel,Sharp] sur les invariants

et les équivariants de I'action des sous-groupes de O(3) dans R, on a employé les mémes
notations.

1.3.1 Les sous-groupes irréductibles: T Ty, T, 0 et Oy

A) Y et Y}, groupes de symétrie de 'lcosaedre
Générateurs de Y C SO(3) :

o, rotation autour de axe A(7,1,0)d’ordre 5
p,rotation autour de l'axe A(1,1,1)d’ordre 3
7, rotation autour de ’axe A(1,0,0)d’ordre 2

OflTZAQ;S,Z Lori=71+41.
Genérateurs de Yy, = Y @ ZZ :

T, P, Ty — ¢

Les équations de bifurcation équivariantes par Y et Yj sont a 'ordre 5 le mémes pour Y
et }fh.'

i =Xz +ar(z’ +y7 4+ 2% ba(r'2 +yt - 2r7a ) (7Y - 27
y=Ay+ay(y® + 2" + %) +by(rie? + 27 - 2r7y?)(r02 — 1?)
z=Xz+az(z" + 27 +y?) +ba(rty? + 2 =207 (7P ).

Le calcul de la linéarisation autour des équilibres avec unc isotropic Do, Dj, ou Ds, fait
dans 'appendice, donne le résultat suivant:

St a < 0, tous les équilibres bifurqués existent, sont stables dans la direction de 'axe de
symétrie et dans les directions transverses
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les équilibres de type Dj sont de type col,

les valeurs propres des ¢quilibres de type D3 sont négatives (ou positives) et
les valeurs propres des équilibres de type Dy sont positives (resp. négatives).

St a > 0, tous les branches sont sous-critiques et instables.
Lemme 1.5.

Il n’y a pas de cycle homocline avec symétrie Y ou Ya.
Démonstration

Il existe une sphere invariante, bifurquée de 'ongine.
St, dans

X = AX — |a|X|X|* + Ps(X), Ps homogene de degrée 5,

on pose X = €£,7 = €%, u = \/e>, on obtient

dé a 9 |
—_— = —_ — P
= = - Selel + Pi(o),
alors, dans la notation du théoreme 1.4, un coefficient g = % arbitrairement grand. La

sphere est alors normalement hyperbolique et persiste sous perturbations d’ordre supérieur

ou égal a six.

Dans 'appendice, on démontre aussi, que des équilibres avec une isotropie sous-maximale
dans les plans de symétrie ne sont pas possibles. Pour le flot de phase des équ=fions ainsi

que pour les équations completes, qui possédent la symétrie Yy, 1l existe des
tre les équilibres d’isotropie D4, D3, Ds, dans les plans de symétrie, sur la . -
Comme elles sont du type noeud-col, elles persistent sous les perturbatiown

aussi dans le cas de symétrie Y, et empéchent 'existence d’un cycle quelconiue

D, =
B) 7,74, T4,0,0, groupes de symétrie du Tétraedre et de I’Octaedre

Générateurs de T C SO(3):
p, rotation autour de I'axe A(1,1,1) d’ordre 3 ct
7, rotation autour de 'axe A(1,0,0) d’ordre 2

Générateurs de T, = T ® 77 -
P, 7T, —t O0Ou

p, 75, réflexion au plan z =0

Géncrateurs de Ty =T U —(O\ T :

S en-
inte.

. alors

ig.2).



p, 7,0 réflexion au plan z =y

Générateurs de O C SO(3) :

P,
a, rotation autour de 'axe A(1,0,0) d’ordre 4 et
B, rotation autour de I'axe A(1,1,0) d’ordre 2.

Générateurs de Oy = O @ Z1* :
p, &, B, —¢ ou bien

Py Tz, 0

Les équations de bifurcation équivariantes

Symétrie T
= Az +dyz +z(az’ + by® + cz?)
U=y +dzz +y(ay?® + bz* + cz?)
i = Az 4 dyz + z(az® + bz® + cy?)

Symétrie Th:
z = Az + z(az® 4 by* + c2?)
y = Ay +ylay® + b2* + cz?)
2 = Az + z(az2 + bz? 4+ cy2)

Symétrie Ty:
& = Az 4 dyz + z(az? + by® + b27)
v = Ay + dzz + y(ay® + bz* + bz?)
2= Az +dyz + z(az® + bz + by?)

Symétrie O, Oy:
= Az + z(az® + by + b2")
= Ay +ylay® + b2° + bz?)
7= Az + z(a22 +obz? 4 by2)

Branches bifurquées

Pour tous les sous-groupes d’isotropie, on va donner les conditions de symétrie, les
équations des branches bifurquées ct, si nécessaire, des conditions de nond-égénérescence.
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Symétrie T

[sotropie Axe Symétrie Equation
Z; [1,1,1] c=y=z Ax+dz2+0(z]’)=0
Z, [1,0,0] y=2=0 A+azx?+0(z]’)=0
d([Z3))  [1,1,-1] z=y= -2z Az —dz?+O0(z[*)=0
[sotropie Equil.bif. Condition
Z, z = —\d+ O(\?) d#0
7, z =4/ a+ O(|A]*/?) Aa <0
1d([Z3]) z = A/d+ O(A\?) d#0
Symétrie T}
Isotropie  Axe Symeétrie Equation
7, (1,1,1] z=y=2 A(a+b+ )2t +0(z]P)=0
D, (1,0,0] y=2=0 At az? +0(]z]*) =0
Z, ———=  z=0 A+taz® +by’ + O((lz] +|y))*) = 0
Atay® + ez’ 4+ O((l=] +1y)*) = 0
vd - — = - — = - — =
[sotropie Equl.bif. Condition
Z, T =t/ 55 + O(AP?) Ma+b+4c)<0
D, =+ =Na+ O(N?) Aa <0
Z, y? = <=4 A + O(|AP/Y) a’ —cb #0
= LA O(AP? (c—a)b—a)>0,3"% >0
ud — - = - — -
Symeétrie Ty
Isotropie Axe Symétrie Equation
Z; 1,1,1] z=y==z2 Az 4+ dz? 4+ O(|z]*) =0
Z, [1,0,0] y=2=0 Aaz? +0(z]’) =0
75(1Z5)) (11,1, —1] T =y A dz + Oz +2%) =0

Az +dz? + zO(:r:2 4+ 22y =0

ud — - — =
[sotropie Equil.bif. Condition
73 z=-A/d+ O(\?) d#0
7, = F/—Aa+ O(A]P?) Aa < 0
Z(Z:)) c=y=-—z=-\d+O() d#0

id S -



Symétrie O(resp.Oy)

[sotropie Axe Symétrie Equation \
Z; (1,1,1] r=y=2 Mt(a+2b)2?+0(z]’)=0
Z,(Dy) [1,0,0] y=2z=0 Ataz? +O(|z)°) =0
Zi(Dy) ([1,1,0)) z=9,2=0 A+ (a+b)z?+0(z*)=0
1d ——— - — - — =
Isotropie Equil.bif. Condition

Z; T =4/~ + O(IAP?) Ma+2b) <0
7,4Dy) z=%+/-XNa+O(r? Aa <0

I0(Dy)  z=14/—25+O0(AP?) Aa+D) <0
id - - -

On a utilisé les notations Z), et Z3 pour les groupes d’ordre 2, engendrés respec. ent
par une rotation et une réflexion. Le symbole ([Z3]) indique que les équilibres se trouvent
sur des axes de symétrie d’un groupe plus grand. Pour plus de détails sur 'submaximal

branching’ et 'vanishing axes’, voir [Field].
Les branches bifurquées avec une isotropie triviale sont obtenues pour les symétries T et
T, par la procédure suivante, décrite dans [Sattinger]:
On pose (z,y,2) = A(u,v,w) et obtient
0 = u+ dvw + O(|A))
0 =v+ duw 4+ O(]A])
0 = w + dvu + O(|A}),

d’ou on déduit pour A — 0

u=tv=+4w==x1/d+ O(|\]).
Pour les groupes T}, 0 ct Oy, des branches avec une isotropie triviale sont exclues, car le
systéme (linéaire dans (2% y?, z7))
A+ az’® +by2-+ cz? =10
Aay? + 0z +cz? =0
/\+a22+bxz+cy2 =0

a b ¢
possede une solution, ssi (1,1, 1) € ImA, A=1|c¢ a b
b ¢ «a

Mais on sait que (1,1,1) est vecteur propre pour la valeur propre a + b + ¢, donc s

det(A) # 0, condition générique, la solution unique du systeme linéaire est ’équilibre avec
1sotropie Dy,




Linéarisation autour des équilibres

Symétrie T

A+ 3az? + by? + c2” 2bzy + d= 2czz 4+ dy
L=DF(X) = 2cyz + dz A+ 3ay? + bz? 4 cx? 2bzy + dz
2brz + dy 2cyz + dx A+ 3az? + bz? + cy?
(1) Type [1,0,0]
—2A
L= AE=E dz
de A2

d’ott on calcule les valeurs propres | o
o = —23, s = ((a - e)(a —B))\/a” + d*)/a,
correspondant aux vecteurs propres
(1,0,0),(0,1,zy) et (0,z9,1), avec zyz2 <0, 129 =0 ssi d=0.

(i1) Type [1,1,1]

h

Il
™= R
= R ®
L W

ou
a=A+Ba+b+c)z?, f=2b2%4+dz, v=2cz’+dx

avec les valeurs propres

3
1o = —2X — d, ﬂ+7i%;i

i = a= (B—").

(i1) Type (1,1, —1]

Il suffit de changer le signe de d dans les expressions de (i1).

Syznétrie Th,Td, O ou Oh

La Linéarisation des équilibres du Type [1,0,0] et [1,1, 1] est obtenuc, en posant b = ¢ ou

d = 0 dans les expressions de (1) et (11) ci-dessus.

(1) Type £, avec Ty
2az% 2bzy
L= 2czy 2ay?
A bzt 4 ocy?

et donc
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po = A+ bx? + cy?
papg = B9l

a?—bc

py g = ot

a?—be
(iv) Type [1,1, —1] avec Ty, T4
11 suffit de changer le signe de d dans les expressions de (11).

(v)Type [1,1,0] avec Oy, 0

2ax? 2bx?
L= 2bz? 2az’
—(a + b)z?

et donc
po = (b—a)z®, pijp=(-2a% 2b)z”

pour les vecteurs propres (0,0,1), (1,1,0), (1,-1,0) .

Dégénérescences des équations invariantes par T et T}

Lemme 1.6

W = {(z,y,2)|z,y,2 > 0} est invariant si d > 0.
W' ={(z,y,2)] — z,y,2 > 0} est invariant si d < 0.

Démonstration

Comme z = 0 imphque z = dyz > 0, si d > 0 et (z,y,z) € W, le lemme est une
conséquence immédiate de la symétrie.

Lemme 1.7

Pour les équations de bifurcation équivariantes par T}, tronquées a l'ordre 3, il existe une
sphere invariante dans le sens du théoreme 1.4, ssi

a<0 et a+b+c<0.

Démonstration

On cherche des conditions, tq f(X) = (P(X), X) <0, VX # 0, on

r(az?® + by? 4 cz?)
P(X) = | ylay® + bz* + cz?)
z(az2 + bz? + cyg)
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et donc
AX)=a(z* +y* +2Y) + (b + C)(I2y2 4 y22? 4+ 2%t
Posant z = y = 0,2 # 0, on obtient la condition az* < 0, Vz # 0, ce qui est vral ssi a < 0.

Posant = = 0,yz # 0, on obtient la condition a(y* + z*) 4+ (b + ¢)y?z* < 0 ce qui est vrai,
sst 2a+b+ ¢ <0.

Ensuite, on applique la méthode des multiplicateurs de Lagrange a la fonction

9(z,y,2) = a(z® + y* +2°) + (b + o)(zy + z2 + y2)

sur le triangle z +y + 2 = 1;z,y,2 > O:
vg(x’y7z) = A(l’ 17 1)

mene a

2a(z —y)+ (b+c)(y—z) =0
2a(y — 2) + (b + ¢)(z — y) = 0
z4+y+z=1

Si2a=b+ec, f(X)=a(z?+y?+2%)? <0, VX #0, car a < 0.
Sinon, le systéme admet une solution unique r =y = z = 1/3 | 'extremum local de g.
Mais f((z,2,2z)) =3(a+b+¢)z? <0 Vz,ssia+b+c<O0.

Existence de cycles homoclines possédant une symétrie T, 7T,, Ty, 0 ou Oy

Symétrie T
) Typ [1L,1,1] et [1,1,-1)

Comme W est positif ou négatif invanant, suivant le signe de d, il ne peut pas y avoir une

connexion entre un équilibre de typ [1,1,1] ou [1,1, —1] et ses symétriques qui se trouvent
hors de W.

(it) Typ [1,0,0]
On regarde les variétés stables et instables de I’équilibre sur les axes z,y,z. Sid < 0, toutes
les variétés instables sont incluses dans int(W') ou ses symétriques, les variétés stables sont

incluses dans W' ou ses symétriques, il n’y a donc pas de connexion homocline. Si d > 0,
on échange W et W' (Fig.3).

P
7
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Symétrie Ty

Comme le terme quadratique existe aussi, la méme argumentation montre I'impossibilité
d’existence d’un cycle homocline.

Symétrie T},

Ici, W et W' sont invariants, parce qu’ils sont bornés par des plans invariants. Le raison-
nement du paragraphe précédent montre alors 'impossibilité d’existence d’un cycle.

(ii) Typ Z;
Dans les plans invariants, il n’y a pas de connexion possible a cause des axes invariants.
Hors des axes, toutes les solution de cette isotropie sont soit stables, soit instables. Soit la

variété stable, soit la variété instable est incluse dans les plans invariants, ou il n'y a pas
de connexions a cause des axes invariants.

(iii) Typ D,
Supposons A < 0 ( sinon, on change ¢t — —t ).
Lemme 1.8

Ssia<Oetc<a<boub<a<c, il existe un cycle homocline str.st. dans les plans de
symétrie.

(Cet exemple est décrit dans [Guckenheimer&Holmes], qui donnent des conditions
d’existence et de stabilité asymptotique suffisantes. Ici, on donne des conditions nécessaires
et suffisantes pour Uexistence.)

Démonstration

Les conditions sont nécessaires, parce que a < 0 est associé a 'existence des équlibres et
la deuxieme inégalité garantit, que les valeurs propres des vecteurs propres hors des axes
invariants soient de signes opposés. Si on échange éventuellement y et z, on se ramene au
cas: ¢ < a < b.

Regardons le flot dans le plan 2 =0; y,2 > 0 :

y=y(A+ay® +bz?)
z=z(A+ az® + cyl)

Sur les axes, on trouve les équilibres A = (0,0, \/k%) et B = (0, \/—3,0) Hors des axes,

il n’y a pas d’équilibres bifurqués. U = {(y,2)|0 < y,0 < z < \/ﬁg} cst invariant et
attractif, parce que

A
—(57) =2 (A4 a2’ +oy’) MM+ a2”) 0,510 > \f__.

a
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V= {(y,z)]O Sy <4/ /\b—a_rg,o <z< —%} C U est aussi invariant, car

d 1 b
—(=y*) =y (A Fay® + b2?) < y* (ay® + A(1 — —)).
dt"2 a

Une branche de la variété instable de A est incluse dans V. Puis, il n’y a ni de points fixes,
ni d’orbites périodiques dans V. Alors, I’ensemble w-limite de cette variété ne contient
que le point stable B (Poincaré-Bendixson). On a établi la connexion héterocline dans ce

plan.(Fig.4) x T

Symeétrie O, Oy
) Typ Z5

Une connexion homocline n’est pas possible, parce que ’axe [1,1,1] est invariant, et, hors
de 1'axe, les équilibres sont tous stables ou tous instables.

2)Typ Zy

Comme pour le cas d’isotropie Z3, une connexion est impossible, parce que la linéarisation
possede une valeur propre double hors de 'axe.

Pour les équilibres avec moins de symétrie, le raisonnement est équivalent a celui pour le
groupe T}.

1.3.1 Les sous-groupes réductibles: D, , C,,, Dng,Cr, Cpp et Sy,

Dans ce paragraphe, on identifie (z,y, z) € R® avec (u,2) € R x C, tq le plan (u,0) et 'axe
(0, 2) sont invariants par la symétrie.

Générateurs de Dy, :
0k, 0 <k <n-—1, laréflexion au plan u = exp(27ri%) et

—t

Générateurs de D,y :
ok, 0<k<n-—1et
o1, 0 <1 <n—1 rotation autour de 'axe /\(exp(27ri2—12‘f;—1), 0) d’ordre 2

Générateurs de Cp,, ¢
ok, 0<k<n—-1

Genérateurs de C, -
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p, rotation autour de 'axe A(0,1) d’ordre n

Geénérateurs de C
p et
o, réflexion au plan z = 0

Générateurs de Sy, ¢
—uk, ou k est la rotation autour de "axe A(0, 1) d’ordre n, si n impair, d’ordre n/2,
sl n pair

Existence de cycles homoclines possédants une symétrie

Dnh) Dnd) Cnv; Cnh, Cn, Dn ou Ssn

Symétrie D,y

(1)Isotropie Ch,
Condition: v =0,z #0
Le plan z=0 empéche une connexion.
(i1)Isotropie Co,
Condition: z =0,u =r exp(Zm’—S)
(iti)Isotropie C'F
Condition: z # 0,u = rexp(2mi L)
Dans ces deux cas, une connexion dans les plans invariants est impossible a cause
des axes de symétrie, hors des plans, les équilibres vont étre génériquement tous
stables ou tous instables (comparez les arguments pour le probleme d’isotropie 7’
avec symétrie T} ).
(1v)Isotropie Cya
Condition: z = 0,u # rexp(2ni~)
(v)Isotropie id
Condition: z # 0,u # rexp(?wi%)
[c1, dans ces deux cas , une connexion est empéchée par les plans invariants.

Symeétrie C
(i)Isotropie CF

Condition: u = rexp(27ri—f{)
(i1)Isotropie id

Condition: z # 0,u # rexp(?ni%)

Des obstructions comme dans le probleme avec symétrie D, empéchent des con-
nexions homoclines.

Symétric D,y

(i)Isotropie C,,
Condition: uw =0,z # 0
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Si n > 2, I'action du groupe dans le plan transverse a I’axe u = 0 est 1somorphe
a l'action de C,, dans le plan complexe, donc absolument irréductible. Les valeurs
propres de la linéarisation vont étre complexes conjugées. Il n’y a donc pas de
connexions hors de 'axe, parce que les deux équilibres sont soit stables, soit instables.
Le cas n = 2 va étre discuté dans le paragraphe suivant.

(ii)Isotropie Cy

.. . 2[ 1

Condition: z = 0,u = rexp(2mri211)

(1i1)Isotropie C,
Condition: u = r exp(2mi£)
Les plans de symétrie empéchent une connexion.

(iv)Isotropie id

Il pourrait exister une connexion entre deux équilibres, conjugés par une rotation.

Symétries C,, Cpp et San

L’action de ces trois groupes dans le plan z = 0 est irréductible, mais pas absolument
irréductible. Génériquement, 1'origine perd sa stabilité par une bifurcation de Hopf, il n'y
a pas d’équilibre bifurqué.

Pour les équilibres bifurqués dans ’axe u = 0, des connexions sont possibles pour Cy, Cay,
et S,. Sinon, un raisonnement similaire a celui effectué pour le groupe D4 s’applique.

Symétrie D,

(1)Isotropie C,
Condition: © =10,z #0
Sin > 2, les équilibres sont soit stables, soit instables hors des axes et comme pour
les équilibres d’isotropie C,, dans le probleme avec symétric D,q4, il n'y a pas de
connexion.

(ii)Isotropie CF
Condition: u =r exp(?vri—f;), z=0

(iii)Isotropie id
Dans ces deux cas, des connexions sont possibles.

Sauf dans le cas d’isotropie C,, dans le probleme avec symétrie D,4, aucune connexion

homocline ne peut étre incluse dans un plan de symétrie et alors ne peut étre str.st. dans
le sens de notre définition.

Le cycle homocline avec symétrie D,y entre les équilibres d’isotropie C,,

Les équations:

T = Az + dzz + z(az? + by* 4+ cz?)
y = Ay — dyz + y(ay® + bz? + c2?)
2=z + 7(3:2 -y + z(a22 + B(z? + y2))
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Les équilibres:
=y =02=2%/-L ssipa <0

La Iinéarisation:

A+ dz + cz?
L= \ — dz + c2?
—2u

Hors de ’axe invariant, ’équilibre est un col, nécessaire pour un cycle, ssi

ldl /=2 > x = B
a a

Dans le plan y = 0, les équations sont

i = Az + dzz + z(az? + c2?)
2= pz+ vzt + 2(az? + Bz?),

ou, en posant z — dz, = — \/yz,

= Az +z2+ z(az?® + cz?)
= pz 2%+ 2(az? + fz?),

Si v > 0, le semi-plan z > 0 est invariant. Mais dans ce plan, z = +\/—Ea est instable,
une connexion n'est pas possible.

Les équations
T =AMz + 22+ r(aa:2 + cz?)
z=pz —z% + 2(az? + f2?),

ont été traitées dans [Armbruster,Guckenheimer,Holmes|.On ne sait pas donner des con-

ditions précises pour 'existence d’un cycle homocline. Dans leur Lemme 3.3, ils donnent
une indication :

Lemme 1.9

Sta,c,a,f <0,p>0,A —ck ~ \/—_g<0 < )\—c§+\/j§et soit p—)\g > 0 et A petit,
soit A > 0,

toutes les orbites dans @ = {(z,z)lz > 0,2z =< 0} s’approchent de I’équilibre (z,z) =
(0. =)

Dans des cas particuliers précis, il faut vérifier, que W"((O, \/——g)) coupe axe y =z =0
transverse.
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Chapitre 2: Brisure de symétrie forcée

Avec les méthodes de [Lin], on va chercher des orbites périodiques dans le voisihége d’un
cycle homocline, en cas de brisure de symétrie dans les équations. Comme les cycles sont
str.st., on va étre obligé de détruire les plans de symétrie. Pour simplifier I'analyse, on
garde un élément de symétrie, qui crée un cycle de la forme Q, = {o'qo(t),t € R,1 € Z}.

On va expliquer d’abord les résultats de [Lin], dont quelques parties sont précisées dans
[Vanderbauwhede,Fiedler], les appliquer aux problémes des cycles homoclines ), et enfin

montrer le genre de bifurcation qu’on peut obtenir pour les cycles dans R? avec la symétrie
Th ou ng.

2.1. Les résultats de Lin sur les chaines héteroclines dans R"

On considere
(1), &= f(z,p), z€R" feCFR"xR,R"), k>2.
Supposons, qu’il existe pour g = 0 une chaine hétérocline @, qui consiste en
pi € R™, ¢; € C*(R,R™) solution de (1o, gqi(—00) = piy qi(+00) =piy1, Yeel

On définit alors, avec ¢; = ¢,(0), la section transverse (Fig.5)

Zi = {z € R"[{pi,z — ¢:(0)) = 0}

Soit z(t) une solution de (1), dans un voisinage U, de @, 2w, le temps que z passe entre
Ti—pet ;. On dénote, st z(t;) € &4, zi(t) = z(t+t;) avec la condition z,(—w;) = z,_(w;).
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On pose
z:(t) = qi(t) + zi(t), Vt € [—wi,wiy1)

z; vérifie le probleme faiblement nonlinéaire:

(2) zi—i(wi) — z;

avec
Ai(t) =D f(qi(1),0)
gilz, p1,t) =f(ai(t) + 2, 1) = f(i(t),0) ~ Ai(t)z
bi =qi(—wi) — gi—1(wi).
Remarquons, que ¢;(z, 1,t) = O(|u| + |2|?).
On va supposer les hypotheses suivantes:

A) Re(spec(DIf(p,',O)) > « > 0, indépendant de 1., c.a.d. les équilibres sont uni-
formément hyperbolique.

B) ¢:(t) est la seule solution bornée de
(3) z(t) = Ai(t)z(t), pour tout i

C) Ti(t,s), la matrice fondamentale de (3), posséde une dichotomie exponentielle, c.a.d.
il existe des projections
P},Q% =id— Py, Pi:Ry— LR"R")
et K >0 tq
(i) PL(t)TL(t,s) = Ti(t,s)PL(s), Vt,s € Ry

(i) |T(t,s)Pi(s)| < Ke_a(t_s), Vs, t € Ry, s <t
11 .
1T(t,s)QL(s)] < Ke @~ Ws t e Ry, t <

D) 3w > 0,M > 1, indépendant de ¢, tq Vw; > w,1 € Z :

Im P'(~w)® Im Q' (w;) = R™
1P(Im Q' Im PL(—w.))|| < M
ou P(X,, X,) dénote la projection unique avec Im(P) = X, et Ker(P) = X,.
On note, que _
I Pi(s) = To, (s W (pis1) et
Im Q' (s) = To (W™ (p:).

(C) est donc automatiquement veérifié, parce que les variétés stables et instables possedent
des dichotomies exponentielles.
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L’hypothese (B) est équivalente a la condition
Tq.'(O)Ws(pi + 1) O Tq;(O)Wu(pi) - <901>7
qui implique dim (Im Pi(O) +Im Q‘_(O)) = n — 1. Dans nos exemples, avec la dimension
instable i(p;) = 1 (B) va étre vérifié. ‘
On définit ¢, tq
i i i L1 i
(o) = (Im PL(0) +Im QL(0)) ™, [l =1

et ¥*(s) comme la solution de I’équation variationelle adjointe
(3) by = —A(s)i, $i(0) = 1.
En fait, 1'(s) est la seule solution bornée et vérifie

' (s)l < Ke™ bl

En général, il est impossible, de trouver une solution de (2) pour u # 0. L’astuce est
de permettre a z(t) d’avoir un saut au temps ¢t = 0 dans la direction de 1. Une 'vraie’

solution de (1), dans U, correspond évidemment & une solution de (2), dont tous les sauts
sont de taille 0.

Le théoréme suivant montre I'existence et 'unicité d’une solution de (2), continue par
morceaux.

Théoréme 2.1[Lin, Thm 3.1]

Dans le cadre précédent et sous les hypotheses (A)-(D), il existent C,, pi,e; > 0 tq
V{wi}iez wi 2 @, lp| < py, il existe dans U, une solution unique z(t) de (1), avec des sauts
dans les 2; de la forme {,'d)?, £ € Ret

Wit

£ = Gi(wa#) = / W:‘(S);gi(zi(»@),ﬂ,s))ds + W)i(—wi), Zi(_wi» - <¢i(wi+1), Zi<wi+l>>

— Wy

[zillgo < Ce™* + |ul),

+ oo
D,Gi(w,p) = / ($:(5), DS (qi(5), 0))ds + O(e™ + [

— o0

avec w = 'ujfl.ez {wi}.
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2.2 Application aux cycles homoclines

Lemme 2.2

Supposons, que, dans le cadre du théoreme de Lin, f(z,0) soit équivariant par I'. Soit
o € I' de P'ordre [, tel que p;41 = opi, giy1 = 0¢:, Vi et i(pg) = 1. On suppose aussi que
po est hyperbohque et que f(z,p) est équivariant par o.

Alors, le théoréme de Lin s’applique et, si w = {w;}, avec w; = w;, V1,7 € £, alors

Gi(w,p) = £G(w, 1)

Démonstration

Voyons d’abord, que les hypothéses (A) - (D) sont vérifiées. Le point déquilibre py est
hyperbolique, donc tous les points de son orbite de groupe p; le-sont aussi, ce qui implique
(A). (C) est, comme déja remarqué, une conséquence de (A). (B) est vérifié, parce que
i(p;) = 1. (D) est une conséquence de [Vanderberbauwhede,Fiedler, lemme 7].

Ensuite, on va montrer, que

(1) Yiga1(t) = £oi(s) et

(i) zip1(t) = ozi(s)
Comme o est représenté par une matrice orthogonale et dans l’expression pour G(w, p)
n’apparaissent que des produits scalaires de z; et 9;, (1) et (i1) démontrent déja le lemme.

(i) Comme les projections Pi sont conjuguées par symétrie, on a d)'“ = Fop). Par
multiplication de (3) avec o et les propriétés d’équivariance, on obtient

bin(t) = £odi(t) = Fo Do f(4i(t), 0)wi(t)
= FD, f(ogq(t),0)o(t)
=~ D, f(qi+1(2), 0)iq (1)

d’ou on conclut (1) par I'unicité de la solution ;.

(i) On va se servir de ['unicité de la solution de I’équation (2). On obtient le résultat
en substituant z;4,(t) = oz/(t), pour tout { et en utilisant

ocAi(t) = Aip(t)o, obi = biy1, o =iy et 0gi(z,u,t) = givi(oz, 1, t).

Remarque

, - - P " 1 - .
Dans la démonstration, on a vu, qu’on peut toujours choisir 1/;(‘)+ = oy tel quon ait

Giw, i) = Gi(w,pn), Vi, € L.
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Corollaire 2.3

Si, dans le cadre précédent

+oo
[t Dafas), s # 0,

il existe w, py,e; > O et

pifw>0) o gl <p} eCt
tq G(w,,&(w)) =0, Vw > 0.
On pose z;(t) = ¢(t) + zi(t,u),/l(w)).

La solution
z(t) = z;(t mod 2w —w), 2w <t < Z(i + 1w,

possede la période minimale 2lw,la symétrie oz(t) = z(t + 2w) et est unique dans U,
jusqu’aux translations du temps.

Démonstration

Suivre la démonstration de[Lin,Thm.4.3].
2.3.1 Perturbations du cycle T}

Corollaire 2.4

Supposons, que
X =f(X,n), XeR, fecC"R xR R")k>2

est, pour g = 0, équivariant par T» C O(3) et admet un cycle homocline @, consistant
d’une connexion héterocline go(t) entre deux équilibres py et p, d’isotropie D,, et de son
orbite de groupe.

Supposons, que f(X, ) est équivariant par

0 1 0
(1) la matricey =10 0 1
1 0 0
1 0
ou (11) la matrice ¥ = 0 0 1],y =1
-1 0 0

Alors, pour un sous-ensemble ouvert et dense dans 'espace affine A des fonctions ¢ € C*,
qui vérifient (i) ( resp.(i1) ) et pour lesquelles ¢( X,0) = f(X,0), il existe @, uy, €6, > 0 et

o {w > o) {{pl <) e C*t
tqg  G(w,p(w)) =0, Yw > &.
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On pose X(t) = qi(t) + zi(t,w,/)(w)).
La solution

X(t) = X;(t mod 2w —w), 2w <t <21+ 1w
a la période minimale 6w (resp. 12w), la symétrie vX (1) = X(t42w) ( resp.yX(t) = X (¢t +
2w) ) et est unique dans un €;-voisinage du cycle a une translation du temps pres.(Fig.6)
Remarque:

Si on cherche dans le cycle complet @ des cycles de la forme @4, on ne trouve que les
cycles @+, Q5 et leurs symétriques.
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Démonstration

Supposons py,p; € & = {z = 0}, c.a.d. le plan yz, et go(t) € {(z,y,2)]z = 0,y >\0;z\> 0}.
On note d’abord, que

Po(s) = |tho(s)] - (£1,0,0), |ho(s)] # 0,
parce que Y3 LY = TW?*(p;) et Ag(s) commute avec la réflexion o : z — —z

o0Ao(s) = oD xf(qo(s),0) = Dx f(oqo(s),0)0 = Dx f(qo(s),0)0 = Ao(s)o

et laisse donc % invariant.
On montre maintenant, que pour V C A ouvert et dense,

+co ‘ h '
FIf] = / (0(5), Do f(go(s), 0))ds £ 0.

—_00

Comme
+co

FU < Iflleo - / bo(s)lds < K|f]lcx,

—o00

F est continu, Ker(F) est un sous-espace fermé et il suffit de montrer, que F : X v R
n’est pas zéro.

La somme de f(-,0) et des matrices

0 u u 0 u —u
Ly=1p 0 pu| resp. Ly= g 0 u
pop 0 —K 0
appartient a X mais pas a Ker(F) :
+oo
FUCO) + L0 = [ (), D) - )}

+o0
- / ()| (g2(s) + gi(s))ds # 0

ou ¢¥(s) et g¢(s) dénotent les projections de lorbite sur les axes des coordonnées.
Maintenant, on peut appliquer le corollaire 2.3 pour terminer la démonstration.

Le corollaire suivant montre le genre de résultats, qu’on peut obtenir, si on garde plus de

symétrie. En fait, T est le seul sous-groupe non-cyclique de T, N SO(3), ne préservant
donc pas les plans de symétrie.

Corollaire 2.5
Dans le cadre du corollaire 2.4, supposons, que f(X, ) est équivariant par T C SO(3).
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Alors, pour un sous-ensemble ouvert et dense dans ’espace X des fonctions Ck, qui vérifient
les hypotheses précédentes, il existe @, p1,€; > 0 et

i {w >0 e {lul < ) € CF

tq G(w, iy (w)) = G’(w,ﬁ_(w)) =0, p_(w)iy(w) <0, Vw > @.
G dénote le saut correspondant au cycle 6Q., conjugué par une réflexion o € O(3)\SO(3)

Il existe alors des orbites périodiques bifurquées, de période 6w dans un voisinage du cycle
homocline @ ou, pour le signe de y opposé, dans le voisinage de 0@ ~.(Fig.7)

Démonstration

La symétrie du cycle symétrique est k = oyo € T. On va d’abord montrer, qu’on a bien
F[f] # 0 dans un ouvert dense. Comme 'action de T est absolument irréductible, on se
sert d’une perturbation non-linéaire.Posant fo : (z,v,z) — (yz,zz,yz), on a

+o0

FUf + ufo) = / ($o(s), fo(g0(s)))ds

— o0

+oo
- / ho(s)g¥(s)gz(s) ds > 0

— o0

Pour établir la relation entre 4 et y_, on montre, que
(1) D,G(w,0) = D,G(w,0)
et (i) G(w,0) = —G(w,0).
Evidemment (i) et (ii) impliquent, que 4 et p_, petits, ne peuvent pas avoir le méme
signe, sl w est assez grand.
On dénote ¢,(t) = aqi(t) et §2(t) = 0g2(t).
Remarquons, que qo(t) = aqo(t) , o(t) = —aio(t).

On peut supposer, que Po(s) = Po(s), ol Po(s) est la solution de I'équation variationnelle
adjointe pour le cycle qq, q1, G2 -



On va vérifier (1):
Notons z(t, i) pour la solution de (2), dépendant de p.

w

D#G("‘)a 0) = /; <1/)0(3)v D#QO(ZO(‘S) O)’OVS) + DZQO(ZO(S’ 0)7 0) S)D#ZO(‘S7 O)>ds+
(Yo(—w), Duzo(—w,0)) — (Po(wo), Dyuzo(wo, 0))

Remarquons que D,¢(2,0,t) = 0 et que

D#go(zo(s,O),O, 3) = D#f(q()(t)’o) - D#gO(EO(‘S’O)’O"S)'

11 suffit alors de démontrer que
D,z(t,0) = D,%(t,0).
Mais u(t) = D ,z(¢t,0) et u(t) = D,z(t,0) sont solutions de

o(t) — A(t)v(t) = Dyuf(g0(t),0)

avec les conditions de bord

v(w) = v(—w) et (v(0), o) = 0.

On regarde le probleme homogene associé
o(t) — A()v(t) =0

avec les mémes conditions de bord.
La seule solution bornée non-triviale de v(t) — A(¢)v(t) = 0 est ¢(¢), mais ¢(0) = ¢q ne
vérifie pas la condition supplémentaire (v(0), o) = 0. Les autres solutions possedent des
dichotomies exponentielles différentes pour ¢ — 4oco ou restent du méme coté du plan
invariant, ce qui démontre I'unicité de la solution du probléme inhomogene pour w assez
grand et donc aussi (1).
Pour démontrer (ii), on montre d’abord, que z,(t) = 0z;(¢), 1 =0,1,2, u=0:
Zo(t) vérifie _
Zo(t) — Ao(t)Zo(t) = go(Z0(t),0,1)
Z3(w) = Zo(~w) = qo(~w) — ¢3(w)
(¥0,20(0)) =0
zo(t) vérifie
20(t) = Ao(t)zo(t) = go(20(1),0,1)
23(w) = zo(~w) = qo(~w) — ¢3(w)
{¢0,20(0)) =0

Le méme genre d’équation peut étre obtenu pour 1 = 1,1 = 2.
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Comme Ay et go(-,0,t) sont équivariants par o, on voit que 0z vérifie les mémes équations
que Zp. L’unicité de la solution pour ce probleme garantit que z;(t) = o2z,(t), + = 0,1;2.

Maintenant, on calcule

Go(w,0) = /w (1ho(s), go(Z0(s),0, s)ds

—

= /‘“ {(o(s),g0(020(s),0,s)ds

— W

= /‘” (10(s),090(z0(s),0,s)ds

— &

: :/“’ (o1b0(s), 90(20(s), 0, 5)ds

= /_w {(—o(s),90(20(s),0,s)ds
= —Go(w,0).

2.3.2 Perturbations du cycle D,y

Pour cette symétrie, le méme genre de résultats est possible.Les formulations des corollaires
sont équivalentes, si on remplace la symétrie T, par Dqg, T par Dy = Dy N SO(3) et les
éléments v et ¥ par k et kK avec

0 1 0
k=11 0 0 letik=]1 0 0 |,«*=idet&*=id
0 0 0 0 -1

Les fonctions équivariantes, qui permettent des perturbations perpendiculaires aux plans
de symétrie sont:

0 1 0 0O 1 0
L.=11 0 0, Lz=1~-1 0 O
0 0 O 0O 0 0
et
fO:(I)va)H(yz>_IZ>O)~
(Fig.8)
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Chapitre 3: Brisure de symétrie spontanée-
la bifurcation résonante des cycles homocgclines

Suivant les résultats de [Melbourne] et [Dos Reis|, la perte de stabilité asymptotique d’un
cycle homocline est associée a une 1 : 1-résonance des valeurs propres ‘dominantes’.

Dans ce paragraphe, on va garder la symétrie et, a cause de la st.str., observer la persistance
du cycle. '

Les résultats de [Lin] ne semblent pas bien adaptés a I’étude des orbites périodiques bi-
furquées sous ces conditions. Les perturbations sont non-génériques, parce qu’elles gardent

la symétrie, et les valeurs propres des équilibres, peu importantes pour ces méthodes, jouent
ici un roéle crucial.

3.1 Les hypotheses

3.1.1 Le cadre

L’équation

(1) X = F(X,a), Fe C®(R" x R, R")

F(-,a) équivariant par ' C O(n) discret, admet un cycle homocline Q:

F(po,a) = O,VQ € ('—dvé)a t_l.}rjl:’lOOQO(t’a) - pO/l) QCX - {7610(t>0‘>7 t e Ra v € F}

Dénotons og € ' un élément, qui transporte py en p;.
Soit G le sous-groupe d'isotropie de py et H le sous-groupe d’isotropie de go(t).

Evidemment, on a, avec la notation G = cGo =1 :

Vo € oG : opy =p1, G =G, HCGNG et pp € ENo 'L,
ou ¥ = Fiz H.

Supposons, que dim 3 < n et, que p; est hyperpolique, linéairement stable dans Z:

Re spec(DF(p1)) #0, Re spec(DF(p1) |z) <0

3.1.2 La condition de résonance

Le spectre de la linéarisation autour des équilibres se décompose comme suit:
‘Spec(DF(pl)) = {V(a)> _/“L(a)a (-/Lk(a))lgkgn_g}

avec v(a) et —u(a) valeurs propres simples,
v(0) = u(0) > 0,0/(0) # —p'(0) et Re pue(0) > gy > p(0) Vk.

On appelle les sous-espaces orthogonaux associés aux valeurs propres v, —p, (—pk )k
E*(pi), E°(pi) resp. E**(pi).
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Ils sont invariants par DF et par 'action de G.

3.1.3 L’hypothese de généricité

Supposons que qq arrive génériquement dans p;, c.a.d.

i), e
= Feo ] < P

Aussi, on permet de perturber F' entre les équilibres, tel qu’un certain coefficient du flot
entre les équilibres soit de module différent de 1.

Note que E*(po) C 07 'S, car E*(p1) C & et E%(p1) = a E*(po).

3.2 L’idée

Le flot au voisinage du cycle induit une application ¥ : U C Sy — S, malheureusement
peu réguliere. La section S est symétrique a So: S1 = 0¢50.
Alors, 'application

‘i’ = U_ILI/ U 50

possede un point fixe, correspondant a ’orbite homocline, qui perd sa stabilité ( on ne I'a

pas démontré et, en fait, ce n’est pas toujours vrai), quand « traverse 0.

On s’attend a trouver une orbite périodique bifurquée pour ¥, ensemble avec son orbite de
périodiq quée p

groupe. Si les points de période deux sont conjugés par un element k€ G,ils correspondent
4 un point fixe de application ko ' ¥,

On va chercher des orbites périodiques ¢,(t) au voisinage d’un cycle Q,, correspondant
4 un point fixe de Papplication ¥V, pour un N dépendant de la période. On trouvera,
qu’elles possedent automatiquement une symeétrie de la forme

0qs(t) = qo(t +w) pour un w convenable.

3.3 Le résultat

Théoreme 3.1

Dans le cadre précédent et sous les hypotheses de résonance et de généncité,
00G = LUL, o |[Ll=|Llet LNL =0
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et pour tous les v € L, il existe oy < & (dépendant de ) et des applications C!

5 (0“ (0100)) —  C(R,R™)

N

ou (—ay,0)
a = @a(a)()
et (0, a0)
Wy (ou (—;10,0)> = Ry
o o w()

tq ®,(a)(-) est une solution périodique de (1), symétrique de la forme
1B(@)(1) = (0t + ).
Hors d’un voisinage de {y'po,7 € Z}, les ®.(a) convergent pour o — 0 vers le cycle QY et

w(a) tend vers oo.
Pour 1 € GN G,

yeL=y =7myr ' €Let &y (a)=73,(a),

pour tous les a dans la domaine de définition de @,.

Pour a petit, il existe un voisinage de @, tq tous les orbites périodiques ¢(¢) dans ce
voisinage possedent une telle symétrie

vq(t) = q(t + w)

pour un w convenable.

3.4 Démonstration

La démonstration demande une étude détaillée du flot local au voisinage de py et une étude
globale du flot au voisinage de ¢ loin de py et p;. D’abord, on va exposer les résultats
de [Deng], cités dans [Chow&DengdFiedler|, qui permettent une étude locale en variables

réguliéres. Pour appliquer ces résultats, on va étre obligé de ’linéariser’ la variété stable et
la variété instable.

3.4.1 Les variables de Shilnikov - les résultats de Deng

Lemme 3.2 (Linéarisation de W*/¥ équivariante)
Soit X = (z,y) € R**,

X = F(X,a),F e C®R x B, R*) équivariant par T C Ok + 1),
Supposons F(0,a) = 0 et DF(0) posséde une forme bloc-diagonale:

= Ala)z + f(z,y, o)
v = Bla)y +g(z.y,«)
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avec spec(A) < 0, spec(B) > 0 et

£(0,0,a) =0, Df(0,0,a) =0, ¢(0,0,a) =0, Dg(0,0,c) = 0.

z\ [ vz
! (y ) ( Ty ) ).
parce que y commute avec les projections sur les sous-espaces invariants de DF. On sait,

que W et W | la variété stable ( resp. instable ) dans un voisinage V' de l'origine, sont
donnés par

L’action de I' est alors diagonale:

y = h’(z,a) resp. z=h"(y,«a)

avec
ht € C®(E°NV xR,E*), h* €e C®°(E*"NV xR, E*) et D, h*(0,a) =0, D h*(0,a) =0.
I’équivariance des équations implique, que

YR (y, ) = hu(vyy, @)
b (z,a) = hy(v.z, @)

et, que, dans un voisinage de 'origine suffisamment petit, le changement de variables

@ (z,y,a) = (z',y")
a'(z,y) =z — hu(y,a)
y'(z,y) =z — hy(z, @)

est un difféomorphisme équivariant et C'*° dans «.
Dans les nouvelles variables, W2 et W sont inclus dans les sous-espaces hinéaires y' = 0
resp. ¢' = 0.

Démonstration

Tous les conclusions sont immédiates. La variété stable ( resp. instable ) est invariante
par la symétrie,car

lim X(t):0<:>llirin vyX(t) =0, Vye .

t—+oo

Maintenant, on va présenter les résultats de [Dengl:

Dans le cadre des hypothéses du théoreme, on introduit dans une petite boule V' autour
de py les variables locales X = (z,y,2) € E* x E° x E*°. Avec le lemme précédent, on
peut supposer, que la variété stable et la variété instable sont inclues dans E°* x E*° resp.

B
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Dans V, le flot est décrit par

z = 1/0(0)2 —{—fz(Z,y,.'E,CY)
(2) y= —pola)y +fy(z,y,2,a)
—A(CY)-’L' +fz(z,y,x,a)

8.
I

ou f; € C'°° vérifient
fI(Z)0107a):O’ DfI(O,O,O,CX):O
fy(O,y,x,a):(), ny(0,0,0,0():O
fz(Z,y,IE,CY):O, sz(0,0,0,CY):O

Apres un changement d’échelle de temps, on peut supposer, que po(a) = 1.
On définit les sections, dépendant de §q et &y:

Sen={(z,y,x)ly =6} NV
S0 = {(y, )|y = bo,|z| <6} NV
S ={(z,y,7)|z =60} NV

Théoréme 3.3[Deng|

St 6¢ est assez petit, il existe §; et une application X € C'°

X {0<t<s} xS}, x(-a,a)—V
(t;8,Tin, ) = X (458, Tin, )

tq X(- ;s,Zin, ) est la solution unique du probleme de Shilnikov, c.a.d. solution de (2)
avec

z(8,8,Tin, ) = by
y(O,S, xin’a) == 50

(0,8, Tin, @) = Tin

On dénote alors
Zin = Z(O,S,I,‘n,a)
Yout = z(s,s,:v,-n,a)
Tout = Z(S)Saxinya)

r=¢ °

Les variables s, z;, s’appellent les 'variables de Shilnikov’.

Théoreme 3.4[Deng]

Pour 6y assez petit, avec

0 <w <min{vo(a), 1,11},
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il existe C - indépendant de s,z et a voisin 0 -, tel qu’on a les développements asympto-
tiques suivants quand r tend vers zéro: .

zin(r,z,a) = r”°(a)(50 + ¢z, )+ R.)
Toulr,z, @) =r(p.(z,a) + R;)
Your(r,z,a) = 17(860 + py(z,a) + Ry).

R; et pi,1 € {z,y,z} vérifient

@i € C(SIY X R), pilz,a) = O(|z|* + [6]%)

et| DARi(r,, Mlk—p < CT "0 < B <k, kN

Ici, || - ||x dénote la norme C* par rapport aux variables z, a.

On aura besoin d’un corollaire facile:
Corollaire 3.5

Si, dans le cadre précédent, on pose formellement pour tous r > 0

Tout(—T, T, ) = —Zoue(r, T, )

yout(_ra z, a) - _yout(r) x, O(),

on obtient des fonctions T 4y,(r, T, @), Youi(r, z, ) € C* pour r voisin de zéro, a petit.
Démonstration

Il suffit de vérifier, que D, (rR;) est continu quand r — O:

IDo(rRo)l < [Re|+7|Re| < Cr®
Dr(rRr) |r:0 =0

Les résultats se généralisent sans problemes au cas équivariant:

Lemme 3.6

Si F' équivariant par &, action de v € G est diagonale, c.a.d.
Wz y,2) = (722, 79Y, 72 7)

et les fonctions zin, Your, Tour sont équivariantes dans le sens suivant:

Zin(TyveT, @) = v, zin(r, T, @)
Iout(ravrwwa) - ’YIIOut(ruxya)

yout(r> Yz T, Q) - ’Yyyout(r7 z, Q’)
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Si vy = —1, il faut choisir v,z dans Sip = {(2z,y,z)|ly = —80} = ¥Sin,
si v; = —1, il faut changer S,ut en Sour = {(2,y,2)|z = =60} = ¥Sout- 0
Démonstration

Si X résout le probléme de Shilnikov du théoreéme 1, alors vX résout le probléeme avec
des conditions de bord conjugées par symétrie. Le lemme est donc une conséquence de
Punicité de la solution.

3.4.2 Les équations de bifurcation

On fixe un élément o € 07 et commence la démonstration de notre théoréeme par

1) L’étude locale

Presque tout est déja fait. Le flot local au voisinage de pg est invariant par G le sous-groupe
d’isotropie de pg, au voisinage de p; par G°. Les section S? et S?, , sont invariantes par

G.

Au voisinage de p;, on définit aussi les variables locales (2!, y!,z'). On choisit l'orier i
de Es(pl) tq Sx'ln = {(zl’yl)zl”yl = 60} = US?n‘
2) L’étude globale

La connexion héterocline go(a) entre py et p; coupe SO, et S, dans 2,4 = 0,you =0
et 2} = a.(a), 2}, =0.

L’hypothese de généricité garantie, que, si 6g a été choisi assez petit,

(le'mziln) = (az(a),O) € Siln

Si on choisit 6 assez petit, le flot au voisinage de ¢¢ induit une application

11 - {Bécsgutx(_dv&> = Szln
((l‘out’yout))a) = H((Iout)youl)aa>a
bien définie comme le 'first-hit-map’ et C'°°.
Remarquons, que II est équivariant par GNG, car les sections B; et S} sont invariantes et
le flot, composé avec les changements de variables (pour linéariser WOS//:), est équivariant.
La partie affine de II s’écrit

Z; = a,; +bzz$out +bzyyout 2 25
i 0 al?)
131' = Q. +bzzzout +bryyout + (|Ioul| + |yo li ‘

mn

Les coecfficients a; et b;; dépendent régulicrement de a.

Une orbite périodique, symétrique avec symétrie o, correspond & une solution (r, z)(o) de
’équation

(3) J‘IH((Iout,yout)(r,x,a), o) = (Tin, zin)(r, T, )
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tq |($Out’y0ut)((rax)(a)a a)l < 8

Ceci est vérifié, si limg_gr(a) = 0, car |(Zour, Your)| = O(r). Les solutions correspondant
aux orbites périodiques, qui convergent vers le cycle homocline quand « tend wvers zéro,
vérifient lima_o7(a) = 0, parce que your = 7(6 + @y(z) + Ry).

On va examiner les implications de la symétrie G N G D H sur la partie affine de II:

(1) la partie constante prend valeurs dans %
(i) la partie linéaire possede une forme bloc-diagonale dans 3 @ £+.

Il peut y avoir deux cas différents:
(I) E*(po) ¢ & .

Comme 2z} € &1 et y,,, € 1, on obtient

25 = bzzIout +bzyyout - 7 2 ; 2
b ) ou ou -
= ar +bzzzout +bryy0ut + (II tl + ]y tl )

(II) E*(po) C ¥
Cette fois, on a 2}, € £+ mais y,u: € & et obtient

= bzrxout
=a; HbrrTout +b1:yyout

1
1243
1
Tin

} + O(‘Iout|2 + 'y0u1|2)'

La différence entre (I) et (II) est, que le coefficient b,, est forcé a zéro par symétrie, ce
qui va changer légérement les équations de bifurcartion.

Remarque

b,, est forcé a zéro par symétrie, ssi il existe vy € G NG, tq

Y1E ()= —7 lE“(py) -

3) Résolution des équations de bifurcation

On remplace dans (I), resp. (I1), Tout, Yout €t zin par les développements en variables de
Shilnikov, et obtient:

(4) v =a, + (b6 + 0y + Ry) + bru(z + Ry) + O(r))

et

ro 6+, + R =r( b6+ e, + R+ b+ R +0(r))
(3)r/rr

ou T”O(5+(P1+Rz) :T‘( blr<(pl’+RI> +O(7))
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Comme Z oy €t Your sont C'(r,z,a) dans un voisinage de r = 0 et la linéarisation de (4)
par rapport a z dans r = 0 est I'identité, donc inversible, on peut résoudre (4) avec le
théoreme de fonctions implicites et obtient une fonction ‘

z:(—ro,70) X (—ag, ) — S},

(rya) — z(r,a)

avec z(r,a) = az(a) + (b 6 + brypy + bozpr) + or),

¢z et @, évalués dans z = a,(«).

On porte ces expressions dans (5) et cherche des solutions r(«a) bifurquées de la solution
triviale r(0) = 0.

La condition de résonance implique v4(0) = 1 et v{(0) # 0. Apres un changement du
parametre régulier, on suppose, que vo(a) = 1+ a.

Les équations de bifurcation s’écrivent alors

(6)r rite(6 + .+ Ry) =r(bay(6 4+ 0y + Ry) + buz(0z + R2) + O(r))
(6)rr rte§ 49, + R,) ::7‘(1)”(<,0I +RI)+O(T)>.

3); Résolution de (6);
On développe

O
pilz(r,@),0) = pi(a(0,0),0) + () —(o a) -7+ ofr)
= !+ O(r)
d’ott on obtient les deux cas

(1) a>0: 96+ %)

beyf+ basgl 4 byl +0()
ou (1) a<0: (5+<pz

Ubayb + bzl +bayey)  +O()
On rappelle que w < 1. Les termes O(r“) sont C! pour r > 0 et vérifient pour a,r — 0:
ID-DO(r)|| = O~ 7).

On pose

Notons, que ¢? = ¢,(a,,a) = O(la,|* + §*) = O(8?) parce que a, = a,(a) = o(8).
Alors, pour § petit, on trouve

A0) >0

37



Une condition immédiate est la condition nécessaire de bifurcation
B(0) > 0.

Car B(0) dépend de II et A en est indépendant, on peut supposer, éventuellement aprés
une petite perturbation de F' loin des équilibres, que

B(0)
|m| # 1

Ensuite, on va appliquer le lemme suivant :

Lemme 3.7[Chow,Deng,Fiedler,5.1]
Considérons ’équation
T =c(a)+ ¢(r¥, o)
avec c € C, w >0, ¢(r*,a) = O(r¥), D.¢(r*,a) = O(r*~1) pour r > 0
et supposons, que ¢(0) < 1.

Alors, pour a < 0,1l n’y a pas de solution r > 0 petit.
Pour a > 0, il existe une branche de solution r(a) = 7(a)V/%, r(a) € C! {0).

Corollaire 3.8

Supposons B > 0.

. B(0)
Sl%<0—)<1,

(6) posséde une branche unique de solution r(«), bifurqué de r(0) = 0 tq r* € C? pour
a >0,

pour a négatif, i1l n’y a pas de petites solutions.
. B(0)
Sl m > 1,
le méme résultat est valable pour a de signe opposé.
Démonstration (du corollaire)
(6)r s’écrit

(1) r* =BJ/A+0(rv), siB/A<]1
ou (u) 7™ =A4/B+0((Y), siB/A>1

Démonstration (du lemmc)

On va refaire et expliciter la démonstration de [Chow,Deng,Fiedler| pour notre formulation
légerement différente.
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Posons 7 = 1% et ¢(r¥) = ¢(r*/*) = 0 pour a < 0. On calcule les dérivées suivantes

8¢ _ gl wfao 7-1;0‘
3 = ¢'(7 )——a

= 2> 50,sia\,0,7 > ¢(0) <1

%_ 1 wlay. 1/a 2
% _ ety log (o)
= O(r¥/*)/a® -0, si a \, 0,7 — ¢(0) < 1
+ w/a
AL G
Ja a—0 «

pour montrer, que ¥(7,a) =7 — c(a) + ¢(w™/* € C* et, que ¥(1,a) = 0 peut étr
avec le théoréme de fonctions implicites.
3)rr Résolution de (7)y;
Ici, on obtient
(1) a>0 Ar = B+ O(%/*)
(1) a <0 A= Br+O0(rv/*)

oli cette fois B = b,,° avec les mémes résultats.

Rappel

Les branches bifurquées correspondent a des orbites périodiques au voisinage du cycle, car

(Zout, Yout) = O(1), ce qui donne aussi la convergence des orbites hors d’un voisinage des
équilibres vers le cycle homocline.

3.4.3 Les différents types de symétrie

Regardons les équations pour un autre élément de symétrie ¢ € oG .
L’équation
&_IH((xout,yout)(r,:c,a),a) = (Tin, zin)(r, 7, &)

est équivalente a

U*IH((zoul,you,)(r,z,a),a) = &(Tin, zin)(r,z,0)

pour un £ =0~ ' € G . Si on dénote l'action diagonale de x dans les voisinages de pq et
py par k(z,y,z) = (K,2,K,Yy, £:2), le développement est changé en

iln = bzrzout + bzy'iyyOut + O()

}n = Gy + brrIout + bz:y’gyyout + O()

K2z

KX
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Note, que, dans ¢, il existe toujours un «, tq

K iE“(po) = —ld et

Rappelons, que ¥ = Fiz(H). Dans H, il existe &, qui laisse ¥ fixe, mais agit d’une maniére
non-triviale dans un sous-espace invariant donné, orthogonal a ¥, par exemple comme —id
dans E¥*(p;). k = 0 'ko € G agit donc d’une maniére triviale dans E*(po) = o1 E*(p;)
et non-triviale dans E*(py) = 0 "' E*(p;) .

Les équations sont alors changées en

_"Z}n - bzz‘xout + bzyyouz + O()

xl'}z =az+ bzzTout + bzyyout + O()

KT

Comme a, € ¥, z(0,«) = a,(0) = xa(0), n'est pas changé, les ¢} et ¢} restent invariants,
et, dans I’équation de bifurcation (6)r/77, B est changé en —B. Dans les notations du

théoreme, on a trouvé la bijection entre L et L, ce qui est la multiplication avec I’élément
de symétrie «.

Remarque

L’existence de cette élément k est liée aux contraintes, que les valeurs propres simples
imposent sur la symétrie du probleme.

3.4.4 L’orbite de groupe des orbites bifurquees

On a tout fait pour finir la démonstration du théoréme. Il reste & démontrer que pour

tous les 7 € G NG, 17q,, symétrique a l'orbite périodique q,, appartient a une branche
bifurquée symétrique.

Rappelons, que H( (yout,xou,)(r,x,a)) et (zin, Zin)(r, T, ) sont équivariants par G N G7.
St z est solution de (3)

(zin,Tin)(r,z,a) = a_IH((xout,yout)(r,I,a),a),
Tz est solution de
(zin, Tin)(r, 72, @) = T(2in, Tin)(r, T, @)

= TO'_ln((onut, yout>(ry x,a),a)

= TO'—IT_IH((Iout,yout>(r> TZ, cx),a).

Note, que
(TO’_IT_l)VI =71 lor € 0G.

Autrement dit, on a trouvé
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3.4.5 L’unicité

On a démontré la bifurcation d’orbites périodiques go, (iui passent au voisinages des
équilibres o'py et possédent la symétrie 0¢, = ¢,. Maintenant, on montrera que tous
les orbites bifurquées de @), possedent cette symétrie.

Les équations de bifurcation s’écrivent

(371—}—1’ !+1) - bzzmout(xnrl) + b yyout(mhr )

+0 zf)u zi, )2+ y,",u zi,7i)]?
o — a —{-b‘r out(;z:,,r )+b yyout(x"r )} (l t( | | t( )' )

avec 1 mod N. Comme le flot est équivariant par o, les équations se simplifient en

Zin(xH-l, TH—I) - bzzxout(zi,ri) + bzyyout(xi,ri)
Tiy1 = Ag + bzzzou_t(xi,ri) + bzyyout(xi,r_i)

}+O(Ixout(a:n r)l? +Youe(zi, 7o) %)

Remarquons, que 1’équivariance implique aussi, que, si ((z3,79),...,(z%_1,7%_1)) est so-
lution, ((a:(}\,_l,r?v_l),(xg,rg),...,(x?\,_mr?v_z)) est aussi solution. Les équations

Ti4+1 = Qg + bzzxout(zhri) + bzyyout(zia 1",‘) -+ 0(|$out(xi) ri)‘z + 'yout(xiari)'2)
peuvent, comme dans 3.4.2 (3), étre résolues par le théoréme de fonctions implicites. On
obtient

z,(r) = ay + O(r).
On se sert des notations r = (r{)o<i<n—1 et 7% = Lr{.
Remarquons que, si r; = rg pour tout ¢, alors z;(r) = z(r).
En portant ces expressions dans les autres équations, on obtient

rir Ale) =riB(a) + O(r))

ou A et B sont définis comme dans 3.4.2. 3). Notons aussi que z; = z a I'ordre zéro et
que A et B sont donc indépendants de .

7 . - 0 0 - 0 0 0 -
Par symétrie on conclut que, s1 (rg,...,7}_;) est solution, (r%_,,7rg,...,7}_o) sera aussi
solution.

Notre systéme d’équations possede la solution symétrique r; = r; pour tout ¢,7 sous les
conditions sur B et «, données dans 3.4.2 3). On va, pour finir la démonstration du
théoreme, démontrer, que cette solution symétrique, est la seule solution.

En remplacant les équations I'une dans 'autre, on obtient

r§-1+a)~ = r;(BJA+O(r)) (BJA + O(r*)) ' ..(B/A + O(r=) T

ol les termes O(r*) sont différentiables avec D, O(r) = O(3_.;ri’ + re7h).
En divisant par r;, on en déduit

“F — (BJA)P + &(r), B (ii—— Z(1+a
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On vérifie sans probléme que D, ®(rv) = O(Zl;éi’";d + r“."—l)_

Le systéme d’équations obtenu posséde une solution unique, bifurquée de r(0) = 0. En
effet, suivant la démonstration du lemme 3.7, on sait résoudre ce systéme par rapport aux
variables 1; = r{ avec le théoreme de fonctions implicites.

3.5 Deux exemples

Dans R®, la dynamique au voisinage d’un cycle dans des plans de symétrie est restreinte,
parce que les plans séparent ’espace dans des quadrants invariants. Des orbites au voisi-
nage restent dans le méme quadrant.

Dans R* la situation est plus riche, ce que montrent les deux exemples suivants.

1) Symétrie T} dans R*

Considérons
t =z +z(az? + by’ +c2?) +duyz
v =Xy +ylay®+bz? +c2?) +duzz
z = Az +z(a22 +bx? + cy?) +duyz
U = pu —u? +exyz,

équivariant par I’action de T} dans R*, engendrée par

01 0 0 100 0
00 1 0 0 1.0 0
P=11 000 0o 01 o
00 0 1 0 0 0 -1

Dans les plans invanants zy, yz et zz se trouve le cycle homocline, str.st., décrit dans le
chapitre 1, sous les conditions d’existence

a<0,a+b+c<0etb<a<e.

Supposons un instant, aprés un changement d’échelle, que A=1et a+b+c = —1.

La linéarisation autour de I’équilibre py = (/ —f}, 0,0,0) est

-2 0 0 0 pz 0 0 0
|0 1-¢ 0 0y _[0 wu 0 0
0 0 244 0 0 0 pu, O
0 0 0 M 0 0 0 u

La position des valeurs propres, dépendant de a et de ¢ est montrée dans le diagramme
sulvant:
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I fp < phy < —p, <0 IT)  py<pz <—p,<O0
IIT)  pp < —p, < iy <0 IV)  py < —p, < pz <0

Dans le cas d’une bifurcation I — II1], la direction générique n’est pas incluse dans %, le

plan zz , dans le cas d’une bifurcation I — IV, elle appartient & 3. Avec un changement
de variables difféomorphe, global ' o

Ipo(a)]

lpo(0)]”

on se place dans les hypotheses du théoreme, ol les points d’équilibres du cycle restent
fixes, quand le parametre de bifurcation varie.

O: (:::,y,Z,u) — (z)y,z’u)

Rappelons, que 7, et 7, dénotent les réflexions par rapport aux plans y = 0 resp. z = 0.
Dans le sous-groupe d’isotropie de pg:

G = {7, Ty,'TzTy}

seulement ¢ et 7, appartiennent a G N G°*.

Les branches d’orbites périodiques bifurquées, ayant une symétrie p ou Typv'y_1 = pPT,Ty,
sont symétrique par la reflexion 7,. De méme pour les branches avec une symétrie p7, ou
pPTy-

Alors, dépendant du flot au voisinage du cycle, on trouve des orbites périodiques bifurquées,

soit avec une symétrie p ou pr,7y, soit avec une symétrie p7, ou p7,. Elles explorent, soit
trois, soit six points d’équilibre.

En fait, pour un cycle dans R*, on ne trouve que les orbites avec une symétrie p ou PT:Ty.
Dans R*, les coefficients de I1 : b,, et b,y peuvent avoir un signe quelquonque. Les deux
cas de bifurcation sont possibles et ont été observés numériquement.

2)Symétrie D,y dans R*

Considérons

T =AMz +zz+cx(z? +y?) + duy
yo=Xxy —yz+ey(z® +y?) —duz
z = uz —z? 4 y? - 23

u = €u +u® — 2yz,
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équivariant par action de D,; dans R*, engendré par

01 0 0 1 0 0 0 100 0
10 0 0 0 -1 0 0 0 1.0 0
P=1o 0 -1 0] ™ o 0o 1 o™= 0o 01 o0
00 0 1 0 0 0 -1 0 0 0. -1

Dans les plans invariants zz et yz se trouve le cycle homocline, str.st., décrit dans chapitre
1, si les coefficients A, u et ¢ permettent.

La linéarisation autour de ’équilibre py = (0,0, \/iz, 0) est

A= 0 0 0

I_ 0 At/ 0 0
0 0 - =2p 0

0 0 0 €

Si le cycle existe au voisinage d’une 1:1-résonance, le théoreme s’applique comme pour le
premier exemple.

Le sous-groupe de pg consiste de
G = {L’ Tz, Ty TrTy}a

Cette fois GN G? = G . Mais, comme dans l'autre exemple p et p7,.7, (resp. p7, et p7y)
donnent des branches bifurquées symétriques. Les orbites périodiques correspondantes
passent pendant une période au voisinage de deux ( resp. quatre ) points d’équilibre.
Comme pour le cycle avec symétrie Ty, dans R®, seulement les symétries p et pTTy sont
possible, dans R*, les deux possibilités de symétrie ont été observées numeriquement.
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Appendice
La linéarisation des équilibres d’une bifurcation Y}

La matrice de la linéarisation dans un point (z,y, z) est

3z% 4 y? + 22 2xy 2zz
L(z,y,z) = Aid+a 2y 3y? 4+ 22 + 22 2yz +
2z 2yz 322 + 2% + y2

(1422 4 y? — 67222)(r2y? — 22)
+b | y(—4rtz® + 22((7% — 1)22 + 27%y?)
2(47%2°% 4+ 2z (—y? + 78y% — 27427))

IsotropieDs

Pour z = 0,z = 7y, sur axe de symétrie, les équilibres bifurqués vérifi

A 6b7°
1 2\,2 5 4 _ 2 —- NE
At a(l 47 =3y = 0=y’ = — ol e+ Ol
et donc
L = ActA+ NcyB + O(1A]%)
ou
_ a5 B 2b1°
Cp = 3 Co = 5(1 + 7_2)2
et
T+2 2r—1 0 —147r +12 14 —-28r O
A=1}2r-1 3—-7 0|, B= 14 — 287 147 -2 0
0 0 0 0 0 40

Pour les mémes directions propres
vy =(7,1,0), vy =(1,-7,0), wv3=1(0,0,1),
A possede les valeurs propres
A= =5, =0,A3 =0
et B posséde les valeurs propres
Ap = =30, Ay = 40, A3 =40

ce qul montre, que, pour A petit, L est inversible.
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IsotropieD;
Pour z = y = z sur 'axe de symétrie, les équilibres bifurqués vérifient

9 A b(1+2r)/\2

2 4 _ - - O /\3
A+ 3az” +b(1 4 27)z 0—= 12 % 5703 + O(IA*))
et donc
L =X A+ e, B+O(N*)
o 26(1 4 27)
+ 27
61:—2/3, C‘ZZ‘W
et
1 1 1 7 -5 =5
A=|1 1 1|, B=}| -5 7_ -3
111 -5 =5 T

L est donc inversible pour A petit.

IsotropieD,
Pour z = y = 0 sur 'axe de symétrie, les équilibres bifurqués vénfient

A
Ataz? =0= 2" = -

a
et donc
0 0 0 b2 —72 0 0
L=X|0 0 0 |+X— | 0 1 0]+0O(\),
0 0 -2 @ 0 0 0

aussi inversible pour A petit.
Existence d’équilibres avec isotropie sous-maximale

On montre, qu’il n'y a pas d’équilibres bifurqués avec une isotropie sous-maximale dans les

plans de symétrie. Comme tous les plans de symétrie sont conjuges, il suffit de considérer
le plan z = 0.

On va déterminer les solutions de
A+ (JL(:C2 + y2) + b(y2 — 2T2I2)T2y2 — 0
Aa(z? +yh) —b(rtz? — 277y H)z? =0

Stz = 0ouy =0, lasolution posséde une isotropie D,. La différence des deux équations
donne

iyt — 2T4I2y2 +riz? — 27’2:623;2 = 0.
Posant o = }7{_;, on obtient
ra? - 2(7‘2 +Da+1=0.

Les deux solutions de cette équation sont exactement les deux directions des axes d’isotropie
D5 et Dg.
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